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Liczba wierzchołków i krawędzi drzewa, twierdzenie Eulera
Liczba wierzchołków drzewa jest o jeden większa niż liczba jego krawędzi.

Drzewa mogą mieć dużą liczbę wierzchołków i krawędzi. Może być trudno je policzyć. Rozważmy wstępnie, jak zmieni się liczba wierzchołków i liczba krawędzi drzewa, gdy wybierzemy jedną gałąź, odetniemy końcowy wierzchołek i połączoną z nim krawędź. W takim przypadku zarówno liczba wierzchołków, jak i krawędzi zmniejszy się o jeden.  Przy takiej operacji nie może powstać cykl, drzewo pozostaje drzewem Gdy dojdziemy odcinając w ten sposób końcówki drzewa do wierzchołka, który spotyka dwie krawędzie, to nie wiemy, co robić dalej. Którą drogę po krawędziach wybrać. Ale wiemy, że to, co pozostało z drzewa po takim przycięciu nadal nie ma cyklu. Jest drzewem.

Powtarzamy więc postępowanie. Wybieramy jedną z gałęzi i znów, odcinając końcowy wierzchołek i krawędź zmniejszamy zarówno liczbę wierzchołków jak i krawędzi całego grafu o jeden. Zmniejsza się tylko liczba jego krawędzi i wierzchołków. Postępujemy w ten sposób tak długo, aż dojdziemy do pojedynczej krawędzi z dwoma wierzchołkami. Dla tego drzewa twierdzenie jest widoczne: takie drzewo ma jedną krawędź i dwa wierzchołki. Z drugiej strony,   jest widoczne, że dowolne drzewo, tj graf spójny i bez cyklu, możemy otrzymać z tego najprostszego drzewa przez wielokrotne dodawanie krawędzi z wierzchołkiem, a przy takim rozbudowywaniu drzewa liczba wierzchołków minus liczba krawędzi będzie stale równa jeden:  W – K = 1 . Wyrażenie W – K  jest niezmiennikiem operacji rozbudowywania drzewa.  To rozumowanie możemy powtórzyć dla danego pojedynczego drzewa. Niby wszystko w tym opisie postępowania jest jasne ale wyraźnie czegoś brakuje. Czy możemy uznać za prawdziwe zdanie:

Dla każdego drzewa liczba wierzchołków drzewa jest o jeden większa niż liczba jego krawędzi. 

Drzew jest bardzo dużo i mogą mieć dowolnie dużo krawędzi i wierzchołków. Wydaje się, że dla każdego z nich można opisane rozumowanie powtórzyć.  Ale w dostępnym  nam czasie tego zrobić nie można, chociaż wiemy jak postąpić w każdym przypadku z osobna. Po prostu życia nam nie starczy.  

Aby rozstrzygnąć tą i podobne wątpliwości przyjęto pewną dodatkową zasadę wnioskowania zwaną zasadą indukcji matematycznej dla zbioru liczb naturalnych.

Zasada indukcji matematycznej

Jeżeli pewne zdanie ogólne  Z​n  zależy od liczby naturalnej  n,  to znaczy, że jeżeli mamy do czynienia z ciągiem zdań  Z​0 ,  Z​1 ,   Z​2 , ... ,   to aby udowodnić prawdziwość tego całego ciągu zdań, co wyraża nowe zdanie:

dla każdego n,  Z​n     

wystarczy udowodnić, że

1    Z​n   jest  prawdziwe dla pewnych początkowych liczb n,  np  n = 0, n = 1,  n = 3, ... ,  n < n0
2    z tego, że zdanie Z​n jest prawdziwe dla liczb mniejszych od liczby n​0 wynika, że jest

prawdziwe  również dla liczby  n0 . 

Warunek 1 nazywamy założeniem indukcyjnym. 

Warunek 2 nazywamy wnioskiem indukcyjnym. 

Niech D​n  będzie dowolnym drzewem, które ma n  krawędzi.

Stosujemy zasadę indukcji.  Sprawdzamy warunki  1  i  2.

Warunek 1

Dla n = 1  drzewo ma tylko jedną krawędź i dwa wierzchołki. Jest tylko jedno takie drzewo. Założenie indukcyjne jest więc spełnione  dla n0.= 1.   

Warunek 2

Drzewo D​n  ma co najmniej jeden wierzchołek końcowy. Gdy odetniemy ten wierzchołek i przylegającą do niego krawędź, otrzymamy inne drzewo  D​n-1  .  Z założenia indukcyjnego dla drzewa  D​n-1   jest prawdą, że liczba wierzchołków jest o jeden większa od liczby krawędzi.    Tak jest też dla drzewa   D​n . 

Na mocy zasady indukcji zdanie  "Dla każdego drzewa liczba wierzchołków drzewa jest o jeden większa niż liczba jego krawędzi" zostało w całej pełni udowodnione.
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rys 9 

Dla każdego drzewa  liczba wierzchołków jest o jeden większa od liczby krawędzi.
 











■
Wnioskowanie o nieskończonej liczbie przypadków na podstawie prawdziwości tylko  skończonej ich liczby, bez troski o warunek 2. może prowadzić do błędu. Są kontrprzykłady. Podajemy tylko dwa.

Kontrprzykład 1  

"Niezmienniczość prawdy" dla zdania może być spełniona nawet dla kilkudziesięciu początkowych liczb naturalnych n i mimo to może od pewnego momentu się załamać. 

Zdanie  Z(n) = "liczba n2 – n + 41 jest liczbą pierwszą" jest prawdziwe dla n = 1,  2, 3, ..., aż do liczby n = 40.  Dla liczby n = 41 prawdziwość tego zdania się załamuje. 

Dla n = 41 zdanie "Z(n) jest liczbą pierwszą" nie jest prawdą, n2 – n + 41 =  412 , która jako kwadratowa nie może być liczbą pierwszą.  Nie można będzie udowodnić warunku 2 dla zdania Z(n).  Warunek 2 jest kluczowy dla wnioskowania w oparciu o zasadę indukcji matematycznej.

Kontrprzykład 2

Jeżeli liczby p1 ,  p2 , ...  , pn  to są początkowe liczby pierwsze,  2, 3, 5, 7, 11, ... , aż do pewnej ustalonej liczby pierwszej  pn  , to wydawałoby się, ze liczba  p1 ×  p2 × ...  × pn  + 1 ,  powinna być liczbą pierwszą, bo nie jest podzielna przez żadną z liczb   p1 ,  p2 , ...  , pn  .   Tak jednak nie jest.  Liczba  2× 3×5× 7×11×13 + 1 już nie jest liczbą  pierwszą  2×3×5×7×11×13 + 1  =  30031 =  59 × 509 . Możesz to łatwo sprawdzić z kalkulatorem w ręku. . 

Twierdzenie Eulera
Dla dowolnej bryły liczba krawędzi K plus dwa jest równa liczbie  S + W    łącznej liczbie ścian i wierzchołków:  K + 2 = S  +  W . 

Dowód

Każda ściana siatki jest ścianą bryły. Liczba ścian siatki S jest taka jak dla bryły. Siatka ma strukturę drzewa. Dla siatki jako drzewa,  ściany są wierzchołkami. Jest ich o jeden więcej niż krawędzi, które łączą te "wierzchołki", czyli ściany bryły. 
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rys 10  Trzy siatki sześcianu, jako grafy spójne bez pętli, czyli drzewa.

Liczba "wierzchołków" siatki (czyli ścian)  jest o jeden większa niż liczba krawędzi, które łączą ściany siatki,  Wsiatki = Ksiatki + 1 . Liczbę ścian i liczbę krawędzi wewnętrznych siatki wiąże równość  S = Ksiatki + 1 .
Wierzchołkami dla drzewa rozcięcia są wszystkie wierzchołki na bryle, jest ich  W, a krawędzie idą wzdłuż rozcięcia. Liczba wierzchołków rozcięcia,  Wrozcięcia = W jest o jeden większa niż liczba krawędzi na rozcięciu, 

Wrozcięcia = Krozcięcia + 1,    W = Krozcięcia + 1

każda krawędź bryły albo łączy ściany siatki albo należy do rozcięcia bryły. : 

 K = Ksiatki + Krozcięcia  ,        S  +  W  =   K + 2

gdzie Ws = liczba ścian siatki, równa liczbie ścian bryły  

Ks  liczba krawędzi łączących ściany na siatce

Kr = krawędzie rozcięcia na bryle
Do tej pory mówiąc bryła używaliśmy tego słowa z języka potocznego raczej intuicyjnie. Podamy teraz matematycznie dokładniejsze określenie tego słowa. Aby to zaznaczyć zamiast mówić bryła będziemy mówić wielościan. 

Definicja.

Wielościanem bryłowatym, krótko bryłą nazwiemy trójkę zbiorów: 

zbioru wierzchołków, zbioru krawędzi, i zbioru ścian takich, że

1  Każdy wierzchołek należy do pewnej krawędzi i pewnej ściany

2  Każda krawędź ma dwa wierzchołki i łączy dwie ściany

3 Jest możliwe przejście ze środka każdej ściany do środka dowolnej innej po drodze przecinającej napotkane wspólne krawędzie kolejnych tych ścian.

4  Jeżeli pewne ściany mają wspólny wierzchołek, to jest możliwe przejście ze środka każdej z tych ścian do środka dowolnej innej, nie przez ten wierzchołek, lecz  przecinając po drodze wspólne krawędzie tych ścian. 
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Prostopadłościan trójkątny i "skręcony" dla którego nie jest spełniony warunek 4..To są dwa  "syjamskie"  czworościany "zrośnięte" jednym wierzchołkiem.

[image: image4.jpg]Figure 5.16. A polyhedral croissant.



 (from Peter Cromwell, Polyhedra)

rys 9

Uwaga 1

Korzystając z tej definicji wielościanu, udowodnij jeszcze raz twierdzenie Eulera o liczbie wierzchołków, krawędzi, i ścian dla wielościanów. Wskazówka: skorzystaj z uwagi, że każda siatka bryły ma strukturę drzewa i podobnie każde rozcięcie bryły ma strukturę drzewa. Na siatce występują wszystkie ściany bryły, a na rozcięciu występują wszystkie wierzchołki bryły.  Te krawędzie, które łączą ściany siatki nie mogą należeć do rozcięcia.  

Uwaga 2
Na modelu wielościanu, np. sześcianu, zaznacz grubym pisakiem takie drzewo krawędzi i wierzchołków, że dołączenie do niego jeszcze jednej krawędzi spowoduje pojawienie się cyklu – a wiec drzewo już nie będzie drzewem, otrzymamy graf z cyklem. Gdy dokonamy rozcięcia wzdłuż krawędzi takiego maksymalnego drzewa, to otrzymamy siatkę wielościanu. Sprawdź to spostrzeżenie na przykładach.
Uwaga 3
Niektóre fakty są  tak oczywiste, że często uznaje się je za prawdziwe bez dowodu. Takie   zdanie możemy nazwać teorematem, od greckiego słowa θεωρημα (θεωρηω, widzę; θεωρημα, to co zobaczone, widzenie, iluminacja). Za przyjęciem takiego znaczenia słowa "teoremat" kiedyś optował wybitny matematyk Hugo Steinhaus. To się jednak nie rozpowszechniło. Rzadko w ogóle używa się tego słowa teoremat. Warto by jednak odróżniać zdania intuicyjnie uznawane za oczywiste, czyli teorematy, od takich, które mają dowód oparty na prawach logiki w pewnym systemie, czyli od twierdzeń. W XVII wieku takie rozróżnienie spotykane było często. W tekstach łacińskich XVII wieku były używane dwa słowa, słowo "propositio" (zdanie do udowodnienia, czyli teza) i słowo "theorema", czyli tekst, które miał za zadanie doprowadzić do "zobaczenia" tezy.   

Dzisiaj w matematyce podchodzimy do tego inaczej. Ale w praktyce nauczania matematyki, czyli w praktycznej dydaktyce matematyki warto o tych subtelnościach pamiętać. Matematyka szkolna, taka jaką znamy dzisiaj,  powstawała w wieku XVII, przechodziła różne zmiany i ostatecznie przyjęła styl jaki znamy dzisiaj na początku XX wieku. Ten styl ma dużo z tej siedemnastowiecznej matematyki.

Na zajęciach z matematyki powinniśmy uczniom stwarzać takie warunki, które prowadzą do przeżyć, które dają możliwie bogaty repertuar teorematów. Nie da się uniknąć przypadków, gdzie intuicja może być zawodna. Wtedy trzeba formułować możliwie precyzyjnie zdania, które wymagają dowodu opartego na przyjętych założeniach i prawach logiki.

Twierdzenie o liczbie wierzchołków i krawędzi drzewa można przyjąć w szkole jako teoremat. Ale zdanie wysłowione w pełnej ogólności "Dla każdego drzewa liczba wierzchołków jest o jeden większa od liczby krawędzi" – wymaga dowodu opartego na zasadzie indukcji matem matematycznej i innych prawach logiki. Tę zasadę zwykle włączamy do praw logiki.
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